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1. De groepentheoretische stelling van najds.

Z1j G een eindige Abelse groep met n elementen. laat de groepoperaties
pmultiplicatief geschreven worden., Als tegenhanger van de fundamentaalstel-
ling, die zegt dat ¢ te beschrijven is als direet product van enige cy=—
clische ondergroepen, bvewijzen wes
Zijn Byseeesby ¢lementen van G, 2zijn QqreeesQy netuurlijke getallen,
en is elk element van de groep op één manier te schrijven als
k1 k2 kr
€1 By eesEp
waarin k1, kz”"’kr gehele getallen zijn die voldoen aan Oz&ki’fqi
(i=1,...,r), dan ie minstens één der deelverzamelingen van G:
2 ;-1
(1’gi'gi 1oeer8y )
een groep.
In deze sielling beschouwen we een aantal deelverzamelingen, die wel
‘een speciale gedoonte hebben, maar geen ondergroep van G behoeven te
zijn. En er wordt ondecrsteld dat G op te vatten is ala ecen soort direct
product van deze declverzamelingen;dat zoiets kan optreden wordt door de
fundamentaalstelling op drastische wijze gegerandeerd: zelfs wanneer we
gisen dat al die declverzomelingen ondergroepen zijn, bestaat er zo 'n
direct product. De stelling spreckt nu uit dat bij cen splitsing met de
beschouwde eigenschep minstens één factor een ondergroecp van G is, of an-
ders gezegd: voor minstens één waarde van de index 1 mcet gelden:giqi=1.‘
Het is duidelijk det Qye--qy gelijk is zan de orde ven G.
Bij het bewijs kunnen we ons beperken tot het geval, dat de ay priem=
getallen zijn, Want is b.v, Q3=Pqee Py waarin PyseeesPy priemgetallen

(wearonder gelijke mogen voorkomen), dan kunnen we ceneenduidig schrijven:
kix )“‘F )\ip*!‘* RSP.%PZ*W LR )EP.’ @ & nps~1 ¥

dus

P‘l)xi mpz)lz L]

A p B 6w - k
gikiwgi 4*(81 '(31 (gi ! Ps 1) g

wearin )\-‘, (d=1,...,8) een geheel getal is met 0% k‘x. D, . Iyor dit voor
alle;gi te doen wordt men geveerd op nieuwe deelverzamelingen met dezelf~ :
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getal is, Hebben we bewezen det er bij een bepanlde wearde van i een &
besteat wearvoor geldt (5191"' -1yPr_4, den geldt ook giqi~1.

2, Bij het bvewijs ven de stelling van Hejés leiden we schottingen af voor
het arntal priemfactoren in de orde ven zekere ondergrocpen van G. Ver-
der is het nodig om nesst ondergroepen en deelverzamelingen van G ook uit-
drukkingen van de volgende geda~nte in de beschouwing te botrekkens
CuB84tCo8ote s s tC 8y

z.g. complexen. Hicrbij zijn de i de coéfficiénten van cen complex,
gehele getallen 20, en de 84 de verschillende clemcnten van G, Twee
complexen heten slleen gbllgk, els 2lle cocfficilnten gelijk zijn. Optel-
ling van complexen geschiedt deoor optelling ven de colfficicnteny verme-
nigvuldiging wordt vestgelegd door distributiviteit tec cisen en twee
Balementen g,18y te vermenigvuldigen, zoals in d¢ groep gebeurt, De com~
plexen vormen blijkbanr ccn ring. Ecn ondergroep H of cen deelverzame-
ling K van G zullen we wel €ens opvatten als een complex, d.1. een cle~
ment uit die ring, en dnarbij ecn willekeurige coéfficicnt c, gelijk aan
1 of O te stellen, al nerr gelang het overcenkomstige element g in H
resp. K voorkomt of niet.

Stellen we nog voor i=1,.;.,r de deelverzemeling {1,gi,.u.,gi
voor door Si, dan kunnen we de te bewijzen stelling ~ldus uitsprekens
Geldt G-S1 peeeSpy dem is minstens één der §; een groep,

Is B cen complex £ 8, dan geven we met H(B) de ondergroep van G san,
die voortgebrecht wordt door die elementen van B, waarvan de coéfficiént
ven nul verschilt. Met d(B) geven we het aentel priemfactoren aen in het

e¢tel, dat de orde sangeeft ven H(B); meervoudige priemfacteren worden
Iﬁierbij meervoudig geteld. Zijn Bi""’Bk complexen £ Q, dan definieren
we H(Bi""’Bk) els de ondergroep, voortgebracht door de elementen die

in minstens één van de complexen B1,...,Bk met van nul verschillende
coefficiént voorkomen, en d(Bys...,By) als het mantel priemfactoren in
de orde van die ondergroep. We¢ wijzen er op, dat H(B1BZ...BR) niet het-
zelfde hoeft te zijn als 3(31’32""’Bk)’ mear er cen echt decl van kan
zijn, en dat voorts geldt:

H(B11Bpse e By )=H(B,) K(B,) .. .H(B,).

qim1)

3. Enige hulpstellingen.,

a) 4d(G)=r

b) H 4 €Hy— d(H Y& d(Hz) (H1 en H, ondergroepen van @).

c) d(B B )fﬁd(B1)+ﬁ(B )s voor willekeurige complexen B, en By,

Immers, als H1:H(B1), szﬂ(Bz) is, dan is het concrete product van H,

en H2 te verkrijgen als homomorf beeld van het gbstracte product, en is
dus de orde van H1H2 een deler van het product van de orden van H1 en HZ‘
d) 2ijn H,,H,,H ondergroepen van G met H, < H,, dan is
_Q(HH,)-a(H,) LA(HH)-d(d,).
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Immers, da=zr G Abels is, zijn de¢ genocmde ondergrocpen tevens normaslde—
lers, en kunnen we de fretorprospen hz/H1 en HQHB/H1H3 vormen, els
verzomelingen ven nevenklessen, De ecrste is homomorf =f te beclden op
de tweede, ¢n dus is de orde von de tweede fractorgroep cen deler ven die
van de eerste, en dus

d(Hzﬂs)«-d(H,‘HS) é.,d(HZ)ud(H,!) .

4. We leveren nu het bewijs van onze stclling met volledige inductie en
uit het ongerijmde, Veoor r=1 spreckt dc stelling voor zichzelf, We lei-
den een contradictic af uit de onderstelling det de stelling geldt voor
r=1y.0.y -1 en dat G ecen gplitsing 8132...Sr toelaat, wrerbij geun en-
kecle Si een groep is,

. Wegens de groepeigenschap is Ggr=G, ofwel G(gr-1)=0, of

. Ar
(1) S’1 . w .Sr__,lnrﬂ met Dr=gr "'1 .

Krachtens onderstclling is Dr£ 0. In het linkerlid van (1) l-oten we zo-
veel mogelijk fectoren S; weg (event. gesn enkele), terwijl toch het pro-
duct gelijk aan nul blijft, Door geschikte nummering ven de Si bereiken
we: er is een natuurlijk getel k met 1€ k& r-1, zodat geldt

(2) 540 ++8,D,0,

en zodet hierin geen factor meer weggelaten kan worden. Vanzelf meag de fac-
tor Dr niet weggelaten worden. We zullen nu aantonen:

I a(S45...48,)7 k
IT d(Ss.-.,5,D,) G k.

Bcons d(S4se.es8 ) £a(8,,...,8,,D,) houdt dit een contradictie in.
Bewijs van I, Hiervoor is de minimalitcitseigenschap ven (2) nog niet
nodig. Zi} K=S1...Sk. Dan is K een complex # O met alleen nict-negatieve
cocffici¢nten; K is geen ondergroep — anders was een der 81,...,8k
wegens inductieveronderstelling een groep; KSk+1,..Sr is w&l cen groep,
n.l. G. Zij H=H(K), q het ~2ntel elementen van K en t d=t van H, Er
geldt

H‘KSRHP,.'...SI,:H.G en H.K=qH, H.G=1G,

dus

Hier steat een gelijkheid tussen twee complexen. Rechts in (3) str=2t elk
element van G t-mral, Dus is q een deler van t, en wel een echte deler,
omdat K echt bevet is in H, We delen door g en tellem de pricmfactoren
in de ~antellen elementen links en rechts:

A(K)Y+14...+1>38(G), ofwel A(X)+r=k>r, dus 4(K)> k.
Bn d(K) is hetzelfde ale d(S1,.,.,Sk), omdat H(S1,...,Sk) veortgebracht
wordt door 84100418 €N die lastste elementen tevens in K voorkomen met
van mal verschillende coefficiént.
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In plaats von II bewijzen we de volsende stelling:
Is het complex BZ O en zijn de complexen Tysevs,Ty priemrecksen of dif-
ferenties, d.w.z. is elke T, von de gedrrnte 14+, .45 of de gaodganie
g=1 M =1,...,,m); en geldt verder

(4) BT,...T =0,
terwijl het linkerlid van (4) # O is, als een factor T, weggeleten wordt,
dan geldt: a(ByTy5esesT ) -d(B) < m,

Voor m=k+1, B=1, T =D, T, =S, (w=1,...,k) ontsteat IL.

We handelen nu eerst het geval m=1 af, Is T1 een differentie g-1,
dan is dus B(g-1)=0, ofwel Bg=B, en dus g bevat in H(B). Is T, een priem-
reeks 1+g+...+gp"1, dan is enerzijds BT(g-1)=B(gF-1)=0, dus gé&H(B)‘
Anderzijds is B(g+...+gp'1)=-B; cen element b2 rechts komt ook links voor,
Deg als b1gl met 1< 1 £p-1, Dan is glé H(B). Door combinatie volgt:
g€ H(B), Bijgevolg is nltijd H(B,T1)=H(B), dus d(B,T1)~d(B)=O en de
stelling voor m=1 bewezen,

Vervolgens buechouwen we het geval: d(T,)=1 voor m=1,...,m. Wegens
het gegeven is het complex BT1...Tm_1£ 0 en op grond van de vorige alines
toegepast met Tm i.p.v. T1 en B’;P,‘....‘I'm_‘1 i.p.v. B, is dan:

(5) d(BT,?-o‘Tm_,‘,Tm)"d(BT_’ .“Tm-’"): 0;

Verder is wegens 3 4) met H1=H(BT1...Tm_1), H2=H(B,T1....,Tm_1); H3=H(Tm)*
(6) d(B ’T1’ ) ’Tm_‘1 ’Tm)"'d(B’T,’ IR X ,Tm_,‘)ﬁ" d(BT1 » @ .Tm__,‘ ,Tm)-d(B'l‘,‘ [y “me‘!) ®
en krachtens 3 c¢) hebben we de ongelijkheid:

é?) A(ByTysees, Ty 4)=a(B) £A(T, )+ . 4d(T_,)=m=1.

oor optellen van (5), (6), (7) krijgen we de stelling cok voor dit geval.
In het algemens geval passen we volledige inductie toe naar de uit-
drukking

TR —

F:d(T,! Y+.. .+d(Tm) .

Het is ne het voorafgeasnde voldoende de stelling =man te tonen voor een
zekere wearde van F in de onderstelling dat hij al bewe.en is voor de
lagere waarden ven F, Verder mogen we asnnemen d(Tm)éih We gaan nu Op
geschikte manier een differentie D kiezen, die verkregen wordt door Tm
met een zekere factor te vermenigvuldigen, terwijl d(E}:d{Tm)~1 is.
En wel, als Tm;gv1 is en q de orde van het groepselement g (wegens
a(T )= 2 is q geen priemgetal), kiezen we een priemfactor p van q;
D:g?~1 voldoet dan san de vereisten. En als Tm=1+g+...+gg'1 is, vormen
we eerst D1eTm(g—1)=gp-1; dan is d(D1)=d(Tm) of d(i?:ﬁ(Tm)~1; in Ret
leatste geval zijn we al klear; in het eerste geval voldoe’s een zeker veel-
voud D=gFP1-1 van D, asan de vereisten.

Conclusies BT1...Tm#1D=O. Laat bij geschikte nummering van de Ta
gelden:
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(8) BT . ..1,D=0,

terwijl het linkerlid ven (8) niet meecr nul is bij schrapping van een T, .
Wegens het gegoven kan ook D nict geschrapt worden.

Hierbtij is O &k san~1, Het geval k=0 moet apart beha.deld worden.
Dearbij is op grond van het voorgrande &(B,D)-d(B)=0 en verder op grond
van 3 d): d(w,Tm)~d(B,D)z;d(Tm)vd(D)“1. Dues geldt:

SAD] G(B,Tm)-i(n):‘; 1.

Wegens inducticveronderetelling is

(5') AIPD 3Ty eeesTp o) =d (BT ) < m=1;

en uit 2 &) volgt:

(6") QBT s eeay Ty 4sT)=A(B,T )5 (BT T s .0, Ty y)-d (BT.)
'En het goval k> 0 leilon we uit de induetieveronderstelling af

a(B ,T1 senes Ty I =G (R < L+t (wegens 11(T1)+. «otd (Tk)-Hi (D) £ d(T,ﬂ-. . .+d(Tm}—1),
en dus

(7“) d,,B W191QQQTI{}“§(B).{5R
001: kunnen we uit de inductieveronderstelling afleiden:
{5") d(BT1 . ‘Tk,Tk“!"; goae ,Tm)‘“d (BT1 e ‘Tk)d m"'k!

Op grond van 3 d) hebben we nog

{6”) d(B,T,!,..o’Tkg Tk+1’ g..,Tm)“d(B;T1'.an)Tk)£z d(BTal'*‘rk’Tk,*_»l’ 'i‘r%)
~d(BT1 . .Tk) .

Door optelling van (5'), (6% (7'), resp. (5"), (6%), (7") oaststaast in
eide gevallen de uitspreak van de stelling.

5. Wij wiilen nu overgaan op continue Abelse groepen, De goep G, waarvan
in het vorige sprake was, wordt voortgebracht door de elerénten
811029180 We kunnen dit zu zien, dat szan elk stel van r iehele getallen
k1,...,kr een element van de groep is toegevoegd. Componmtsgewijze op-
tellen van twee zulke stellen beantwoordt aan de groepop:ratie. Het komt
zeker voor, dat acn verschillende stellen hetzelfde growpselement is toe-
gevoegd; de groep G was zelfs edndig. Er zijn dus ident:ficaties; daar-
bij zijn er natuurlijke getallen q‘i"‘”’qr (> 2), zodat ie stellen met
0«k < q; (i=1,..4,r) alle elementen van G precies éénisal leveren,

We beschouwen nu een groep G met de volgende eigeaschsppen: een wil-
lekeurig element g wordt beschreven dcor n reele parameiers Tqgreves¥pe
Aan het optellen van twee stellen paremeters beantwoorct de groepoperatie.
Er zijn verder identificaties; en wel n positieve getellen"ﬁ,..., n'
zodat de stellen met 0£y,¢T (i=1,...,n) alle elemensen ven G precies
éénmaal leveren (vgl blz.40, l-atste alinea),

Stellen we het element met paramet:rs Jqreeesy, Voor
door g(yq,...,yn); Blijkbaar is g(0,0,,.,.,0) het eeghcidse’ emen‘t, zeg 1,
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van de groep., We zullen in 8 en G.bewijzen dat voor minstens één waarde
van i het element g(Cyevvy ’"Z“'i,...,(?) het eenheidselement 1 is,

We mogen ons beperken tout het geval ?i = 1(i§f§,..., n ), want we
kunnen alc parameters even goed gebruiken yi1 = ,5-3—-

We kunnen een meetkundige voorstelling van G c?ltwerpen in wen eucli-
dische ruimte F.n. We kiezen daarin een gssensteleel met ocrsprong O en
noemen d¢ eenheidsvectoren in de cofrdinaatrichtingen CrreeavsCps
Aen het punt x=y e +...+y e/ (o <y; <+ @ } voegen we het groepsele~
ment x%=g (§42+04s¥,) toe. De punten ven de eenheidokubus W:0 g <1
(i=14...,n) repbecenteren dan eeneenduidig de grocpsclementen., Letten
we nu op de verzameling %") der punten X=y,e,+...+y, € , Waeraan het erh-
heidselement van de groep is toegevoegd. Allereerst behoort O tot .3)

Als x, en ¥, er toe behoren, dan ook x,+xX,. Want als g(y1,...,yn)=
:g(zv..’,zn}a:*?, dan is ook g(y1+z1,...,yn+zn)=g(y1,...,yn).g(zw.“,zn}:
=1.1=1. Met x beheoort ook ix tot)’j (1 een geheel getal)., We laten nu
zien, dat er in 4}‘ n pornten Pyye=esPy zijn, die tezamen met 0 de ruimte
Rn voortbrencen, terwijil elk punt van 337' geschreven kan worden in de ge-
daante }.1p,}+,”+}.npn, veerin 11”"’11.1 gehele getallen zijn.

We merkea eerst op, dat de verzameling }’ geen verdichtingspunten be-
zit. Stel n.l, cens, dut twee punten x, en X, van ‘¥ een afstand < ; hebw :
ben en zij / het punt ;:f;e1+....+~,'; e,» het miidelpunt van de hierboven

beschouwde kubus, Dan liggen de cotrdinaten van het punt 4 ~x1+x£ zeker
tussen 0 en 1 en ligt dat punt ook in die kubus. Maar (//-x,i-:»xz) =t ’
en dat is in strijd met de onderstelling, dat er geen twee punten van
de kubus hetzelfde groepselement representeren. Zij nu p,!;“é 0 een punt
van? met de eigenschap, dat op het verbindingslijnstuk van 0 en p, geen
rerdere punten van ¥ liggen. Dan kunnen de andere punten van ¥ op de
rechte door O en Py geschreven worden als l,,p,‘ (l.l een geheel getal).,
Laten nu in ¥ reeds de punten Pqse-esPy £ 0 gevonden zijn (1<k<n),
die tezamen met O een k-dimensionale ruimte Rk voortbrengen, terwijl elk
punt vanF in Rk m.b.v. gehele getallen 11""’11: te schrijven is als
11p1+...+lkpk. Er zijn punten van# buiten Rk; neem maar een punt
X=y @yte.oty €, OD afstand > n van de ruimte Rk; er is een punt Xy in de |
beschouwde eenheidskubus dat hetzelfde groepselement representeert als xj
het punt X=X ligt buiten de ruimte Rk en behecort tot 7’ . We beschouwen
nu de k+1-dimensionale ruimte Rk+1 voortgebracht door &e ruimte Rk en zo
'n punt. De punten van ¥ , die tot die Ry .4 behoren; liggen in aan de
ruimte Ky evenwijdige k-dimensionale ruimten, die zich niet verdichten
en aequidigtant zijn.EBr is dus een punt Priq? dat tot ‘}) en de ruimte
Hk-ﬂ behoort en een minimale afstand tot de ruimte Rk heeft, Dan wordt
de ruimte ka voortgebracht door de punten 0’91”"’pk+1 en kan elk punt
van ? dat er toe behoort geschreven worden in de gedsente
l1p1+-f.‘.+lk+1pk+1 met gehele getallen lyseeesly 40 Dpor volledige indue-
tie zien we de juistheid in van de bewering in de vorige alinea. We noe-
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men /}7 een roogter, en het stel vectorcn PgresesPy eCN basis van :}7
We beschouwen nmu R als groep, en wel optelgroep mot de afsprask
x+x'= " i€y +“yi uiwif.&’iﬂ j)ej. Onder p+W verstaan we de kubus die
uilt de emheidskubua W éntstaat bij de trancletie O->p. D¢ verzameling
kubugsen p+W, p & r‘tr" geven we aan met & +W. Dan is L homomorf afgebeeld
op G en ¥ de kern. Dus is G Rn/ao . Bvenals W haeft ook elke kubus
p+W de eigenschap, dat de punten ervan ceneenduidig alle grocpselementen
representeren (p € ¥ )3 de punten dic bij de translatic O~p in elkaar
overgean representeren hetzelfde groepselement, Elk punt x van Rn ligt
in een kubus, omdat er wegens de onderstelling altijd ecen der punten
x-p (p € ) tot W behoort. Ook kan ccn punt x niet in twee verschil-
lende kubussen p+W, q+W liggen (p,q € ¥ ), omdat anders in strijd mect
de onderstelling =zowel x-p als x~-g in W gelegen wos. De verzameling
¥ +W levert dus cen unkelvoudige overdekking van R Hebben we omge-
'kecrd ecn reoster & in R s d.w.2. eLn ondergroep van de optelgroep Rn
met ecn basis bestaande uit n punten Pys...sP, velke tezoamen met O de
ruimts Rn voortbrengen, en levert de¢ kubussenverzamcling # +W cen enkel-
voudige overdekking van Rn' dan is Rn/?p ecn groep G met de aan het be-
gin van 5. opgesomde ecigconechappen, en wel L=,..=0, =1, Men laat dan
x de nevemklacse x+9 representeren; van elke nevenklasse ligt één punt
x+p in W, We nocmen W wel een fundamentealgebied van de ondergroep
¥ in de groep R,
Indien nmu het elc.m.m; g€(0,0,..0,154..,0) wit G met alle perameters
0, behalve de ide die gelijk aan 1 is, gelijk is san het cenhcidsclement
£(0,0,...,0) van G, dan betekent dit dat het rooster # de ecvnheidsvec-
tor ey bevat. Betreffende de verzameling '5)4-*:? kan men zeggen: dz-rin
komt voor W, ei+’él, algemeen lei-l-W (1 ecn geheel getal), Omdat nu de vectou
ey als rilbe van W optreedt, vormen die kubuesen een zuil, wazrbij stecds
twee opecnvolgende een geheel zijvlek met elkaar gemecen hebben. net-
zelfde geldt, =als p een willekeurig punt van ¥ is, voor de kubussen
p+lei+W. De verzameling ; +¥ is dus in zuilen gerangschikt,
Het resultoset is,.dat we de te bewijzen bewering zo kunnen uitsprekent
(I) Is # een rooster in R, W de eenhcidskubus en ges' b de verzameling
¥ +W eer enkelvoudige avgrdekking ven R_, dan bevat # ¢en cenheidsvec—
tor, anders gezegd, is de kubussenverzemeling # +7 geznild,
Een voorbeeld van een groep met de aan 't begin van H. vooropgestel-
de eigenschappen krijgt men door in I—in, als optelgroep beschouwd, het
fundamentaslrooster ¥l te nemen van de punten, wesrvan alle cotrdinaten

gehele getallen zijn en de factorgroep Rnfyy te vormen, bestacznde uit
de restklassen x =x+ ¥ »XER .

6, We bespreken nu een probleem betreffende diophantische approximrties
en sporen de samenhang daarvan op met de bewering (I). Vervolgens wordt

de bewering (I) teruggevoerd op dec groepentheoretische sielling van
Hajos.
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We houden ons bezig met een stclesel ven n homogene reele lineaire

vormen in n varinbelen Xypeses¥yy on el

IJ (X ,,;.,K ):xx +...&W"}Z !‘::({Xij)
1 n W N '
SO I 8 P d{g){,é 0.

Ln(X,?,«qd;xn):‘x X1+---+D< xn

Zijn T,,..., L, positieve getellen en vatten we x4,...,%, als dc codr-
dinnten van ewn punt in Rn op, dan wordt door de ongelijkheden

(1) | Li(xﬁ,...,xn)fé L;(i=1,...,n)

cen pareilelotoop in Hn gedefiniecrd, begrensd door n paren van evor-
wijdige n=-1~dimcnsicnale ruimtemn. De vrasg of (1) door cen stel gehelo
waarden van Xypoess¥y bevredigd wordt is aequivalent met de vrrag of
dat parel lul@¢cop “+L pant van het fundamentoslrooster ¥ - bevat, rooste-
punt geheton, We cluiten hierbij het stel Xg=eoe=Xy =0 en deormec cor-
regponderend de cornsprons in Pn uit, omdzt het trivia=l is dat die aan
de vreag veldosn.

Ben zlgemens stelling nmegtt is ecvn gebied K in Pn symmetrisch t.o.v.
de ocorsyrong, begrersi en couvex, d.w.z. behoort 0 x+(1- @)y er toe
(o $,6141), els x en v er toe bechoren, en heeft X ecvn volume groter dan
Zn, dan bevet K behelve O nog ecn punt van Jlin zijn inwendige. Om dit
te bewijzen vorme men uit K het lichuzm-l-K door vapuit O met de fac~
tor 5 te vermenigvuldigcny het volume V van 3 K ie Broter dsn 1, Even-
sls in 5, kunnen we, Rn als optelgroep opvattende, de verzeameling
T, +1 K van de gebieden n+i K, ne ¥l beschouwen, dic uit K onteteen
door de translatie O < n.

- Men hecft zo ecn roostervormige opstelling van lichamen, allen met
hetzelfde volume, groter dan i, terwijl het Tundemcntaclgebied von het
rooster'yi, b.v. de ecnheidskubus, het volume 1 heeft., Men bewijst ou,
wat we niet verder uitvoeren, dat elk lichasm uit de¢ verzemeling met
een of meer andere gemecnschappelijke inwendige punten heceft, Men be~
wijst ook: is het volume van X gelijk asn En, dus dat ven+ K gelijk zan
1 en is geen enkel punt van Rn inwendig punt van twee verschillende
lichemen uit de¢ verzemeling, dan is elk punt van L, “nwendig- of rend-
punt van een der lichamen., Is nu ® inwendig punt vaLzH+-{K en ook van
n2+i~K, dan zijn ini K bevat de beide punten x-n. cn v-n,. Wegens de
gymmetrie is ook Ny=X, e den 00k (4-n1*n —X) = et in;&K bevat,
Msar dan is Ro=ny wat ecn roosterpunt £ 0 is, beral ia K, en wel als
inw.ndig punt.

Keren we terug tot onze lineaire vormen, Voeren we de niet-singu=-
liere affiene transformatie

; =&( X "f“oon"f‘d‘,nxn

N . T - -

A A Xn X
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uit, dan gaet het door (1) bepasldc pgebied ovgr in het parallelotoop
|2.1€ T:(i=1,,..,0) nut volume 27,...25 =21 T; [Het heeft,dus gelf
als volumeT%T 23:§,g‘. Indien m: de getallen T;voldeen asn 13 T LAY,
dan is gemakkelijk na te gorn dat alle voorwamarden van d¢ stelling ver-
vuld zijn. Br is cen dus e.n roosterpunt (x1,.*,,xn)é 0, zodet voldasn
is e£2n

(2) {I’i(x1"”’xn)(< ﬁ,;(i:‘i,...,n)a

. We kunncn ook bewijzens zijn T,,..., T positicve g-talien en is

jzlt; =|4Al, den is er een rdosterpunt (x1,...,xn\# 0, zodat (1) geldt.

Om dit in te zien, mcrken we op, dat voor elke pogitieve wearde van

s Fe‘zoldoen is arn }Li(x1,...,xn)l< T% , nls we kiezen“f}:t$1+£ )y

C:=0t{(i=2,...,n). laten we mu f§ tot nul naderen, den is er steeds
een reoosterpunt £ 0, dat ezn de vrang voldaet; eventueel moet men, als
£ beneden e.n bepr:olde wearde darlt, op een ander roosterpunt overgean,

b doordat het ocorspronkclijke erbuiten komt te liggen. Masr zo 'n verande-
ring is slechts eindig vecl malen nodig, omdei er slechts eindig veel
roosterpunten in het {begrensde) lichasm liggen. Dus iz er zelfs een
roosterpunt, dat voldoet san,

(3) [ Dy(xgreenrx) [ TolDy(xgennnx)|< T, (322,.00,0).

Hier rijst nu het volgende probleem, bchendeld door Minkowski en Hajoi:
Ken in (3) in de eecrste ongelijkheid het gelijkteke: worden weggelaten?
Wanneer we d 8 n vormen opvolgend door i?%, L,...,E;delen, zodat de
determingnt van het vormenstelsel, die eerst evnt., op teken na gelijk
was aanéﬂ'tl y gelijk wordt aan 1, dan luidt het prohleem:

Als Lf(xi"“’xn)""’Ln(x1""’xn) n reele, homogene, lineaire

I'vurmen zijn met determinent 1, is er den een roosterpunt (x1,..‘,xn)£0,

zodat geldt | Li(x1,..,,xn)l<ﬁ1 voor i=1,...,n. We zullen voorteen het
probhleem alleen in dezec gedr-ente bekijken.

Van vormenstelsels, waecrvoor er niet zo 'n rocsterpunt is, zullen
we ze;gen dat ze in het grensgeval verkeren.

T« 21j x de vector met componunten XqrevesXpe Dnn is Ax de vector met
componenten L1(x1,...,xn),...,Ln(x1,...,xn). Er geldy nu de stelling:
{II) XKen men de vormen in een zodsnige volgorde plastscn, dat de coef-
ficientenmatrix A te schrijven is als DU, wrarin B con trisngulaire
matrix is met in de hoofddiagonsel louter enen en dr wrboven nullen, en
U een matrix met gehele getallen als coefficienten en determinantwanar-
dex1, terwijl DU het gewone meatrixproduct is, dan verreert het stel- ’
sel vormasn in het grensgeval, En omgekeerd:s verkecrt hat stelsel vors
men in het grensgeval, dan heeft het de genocemde eigeuschap.

Het eerste deel van deze stelling is bijna triviacl. In het geval
A=D heeft het vormenstelsel n.l. de gedaante:
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I),I(X“,u..,?'\ X
szcx,‘@ua-,x ) X }'1+Xa

{ Ln(x.’ peaw ;xn‘) = Y:xi’“'x,"*’m * .+¢(M*mﬂxn'_1+&n

Is nu voor ecn reocaterpunt \L, 1< 1 voor i=1,...,n, vurn iz op grond
van 4o eerste ongelijkheid, n.l.\ = K < 4,y g&lvest ;=03 moor deon is
evenzo op grond van de tweede xﬂ~0, ¢n evenmo 1s an,.,“x =), Door egn
transfornatie x=Ux' wordt eun I‘chtbrﬂhnt X overgevoer: in evenrooster-
punt x', en omgekeerd, omdat de inverde van U ee: matrix is met dezelr-
de eigenschappen ale U; verder gast 0 in 0 over, Bovenstasznd steleel
gaat bij de substitutie x=Ux' over in een nieuw steleel met als coef-
ficientenmatrix DU; er was eerst geen roosterpunt 4 O dat ecn de on-
gelijkheden ]Li) { 1 voldeed, dus ook na de substitutie nid;. Volgorde-
D verandering verendert natuurlijk niete arn de situatie.

Het bewijs van het tweede deel is lestig. We geven serst een anders
karekterisering van het grensgevel (zie blz. 8 ): de verzame:ling’ﬂ-i-{'x,
wearin 7l het fundementeelrooster is en X het lichrem lLiR 1, leverd
een overdekking van Ik , die voorts, afgezien van de randpunten ven de
lichamen in die verzameling, enkelvoudig is. Verder pegsen we de sub-
stitutie z=Ax toe, z een vevtor met componenten 21=L1(x1,...,xn),.,.,zl=
=L (!1,...,xn). Dr-rbij grat - K over in het lichrem, bepenld door
ENTES 2 (i=1,...,n), det is e:n eenheidskubus, zeg W, ¥ in een of ander
acheef rooster ¥ , en de verzemeling 7L + 5 K in een roostervormig opge~
stelde verzemeling ® +W van kubussen. Als we hierin voor 7 de ecnheids-
kubus nemen, bepaeld door 0¢ z;€ 1, dan betekent dat voor de verzameling |
¥ 47 cen transletie, en blijft de enkelvoudige overcekking ven R ge-

Pronanresd. menslotte kunnen we schrijven: ¥ =4 ¥1. Voor het tweede
deel van de stelling (IT) kunnen we m de volgende sequivelente formu-
lering (II%) geven: Is W de. senheidskubus, ¥ een roostor, en levert
de verzeameling ¥ +W ecn enkelvoudige overdekking ven R, dan is  oij
geschikte nummering der cobrdinaten van de gedaante DU, We merken op
dat UVl hetzelfde is als ¥1, en dus DUYI=D YL is, wegers de eigenschappen
van de matrix U,

Verder elimineren we de moeilijkheid, det de crkelvoudige overdekking
niet opgant voor sommige punten van 'Rn, n.l. de randpuntcn ven de ku-
bussen, op de volgende wijze. Neem voor W de half-open kubus, gedefini-
verd door 0\<zi<1 (i=1,...,n); in 5. gingen we dear sl van uit, 2ij 4
het punt, waasrvan alle componenten gelijk ren 1 zijn, ¢n € een positief
getal, Zij x een willekeurig punt van R . Omdat de puntcn van het roos-
ter ¥ zich niet verdichten, is er een E_ y zodat het lijngtuk 22t x ver-
bindt met het punt x+ &4, gcheel tot één kubus, zeg p+W, behoort. Is
dearbij x randpunt, dan is x-p wsaliswaar randpunt van Ae inlue W, mear
het meekt zeker deel uit van het voor de half-cpen kubus ‘vcgeleten ge-
deelte van de rand, omdat x+&A4 -p ook tot W behoort en 4s codrdineten
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van & A4 allen positief zijn. Uit 1it elles volgt, det bij de nieuwe de-
Siritie van W ¢lk punt van }in zonder uitzondering tot één en slechts
één kubus behcort.

We tonen 1e sequivnlentic s-~n von (II*) met (I) ‘zie 5.). In de enc
richting is dnt gemakkelijk:DIC bevet de eenheidavectbr e4+ In de an-
jer. richting gent het els volgt. Veoor n=1 spreekt 1™ voor zichzelf.
Iz I bewszen en geldt IT™ voor de ruimten R.t,...,R , dnn veolgt de
geldigheid voor Ky, nldus. Lnaat. bij geaschikte rmmme,:c*a.nu der codrdinnten,
e, cen in & be,vntte eenheidsveeter zijn., Voer in R Ac¢ locdrechte pro-
jeetic uit op de n-4-dimersiconnle ruimte Xy =0. L"n geet W over in een
n-1-dimension~lc cenheidskubus W' en & in eun n-1-dimensicnasl rooster
P'. I.v.m. het gezuild zijn van de verzrmeling R +W lovert ook de ver-
zemeling £+ ecn enkelvoudige overdckking ven de ruimte x1==0 ven di-
mensie n-1. Dan heeft £!' cen beeis van de vorm

q1‘=(01130,-0~50)
q2‘=(0,¥,1,0,...,0)

--(0 *,- . u"‘*,")

n 1
Elke qi‘ is beeld ven ecn q;, die met ql =1lleen in de 1% cobrdinent
verschilt, Het rocsterdf met basis ¢4,q4,...,q, 4 18 v-n de vorm D?T en
er geldt voor : JFCF, tcrwijl de besisvectoren ven %, evennls die van
¢ een pernllelotoop ven velume 4 opspennen, Dus C? =F .

Voor het bewijs van II is nu nog nodig het bewijs van I. Dit wordsu
gegeven in 8. en 9. door I terug te veeren op de greoepenthecretische
stelling uit 1. In 8. behendelen we het gevel, dat van alle punten die
tot P behoren alle codrdinntad retionale getellen zijry we noemen het

.rooster dan rotiene~l. In 9. wordt het geval besproken. dat & geen re-
tionasl rooster is.

8. Leat dus het rocster® een basis “1"(?11*“”91p) um:(ﬂn‘l"“’ann)
bezitten met 243 retiontal (i,j=1,...,0). Zij q; cen gomeen veelvoud
= 2 van de noemers van !111,..”?‘ g en zxj%l het rooeter met als ba-

sis de n vectoren %. =—-§—-—- (1..1,...,12) Dan is M bev t my Beschou-
i

wen we & enﬂ als optelgroepen, dan is }9 een ondergroep von ? . We rich-
ten onze eandacht nu op de factorgroep G=?/)9 s begtomnde ult de neven-
klrssen q+ F (qe&¢f ).

Vecren we het perelleletoop Z in, gedefinieerd dior Osz:ziaém
den vormt de verzomelimg & +Z cen enkelvoudige overdekkin, ven }J“:n; is
elk prreilelotoop uit die verzomeling bevet in één der kubussen uit
(P +W, en geven de verzemelingen q+P+Z een meetkundige beschrijving
van de factorgroep?/ﬁ . Specinrel zien we san de hend d--~rven de ein-
digheid ven G in: G bevat zoveel elementen als er paralle.otopen g+2 in
W bevat zijn, en wel hﬁ-qi. Stellen we & +?° voer deor gy, dan zijn

g_i,..usn elementen ven G met de elgenschap, dat de soumen k1g,1+‘..+k 8n

’
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. met ki geheel en 0 € ki 494 (i=1,...,n) eeneenduidig 4c sroepselementen
representeren. Menr dan is er wegoens 1. -4, (doar werd de groepopera-
tiec multiplicertief geschreven, hicr silditief) ecen inlex i, wearvoor
q;6,=0 is, d.w.z. q;t,=c; & F . Dit meegben we bewdjzen,

9., We bewijzea nmu I uit het cncerijmde voor het goevel ven een nict-
rrtion~nl reoster doer ren to tonen: is I onjuiet voer cen niet-ratie-
n~el reooster, dsn ie e¢r ¢ok cen rocicnnel rocster, woarveor I onjulst de.

We letten op de 1ste colriinnat ven de punten van Pz 2ij fo de ver-
zemeling der tot P vehorcnde punten, wrarvan de eerste codrdineset een
rationerl getsl is. Beochouven we P nles coptelgreep, den is blijkbanr
B, een ondergreep, De nevenklnassen van ﬁ in BQ hebben de eigenschept
twee punten van P behoren dnon en :lechts dan tot dezelfde nevenklassc
»ls hun eerste cobrdinaten cen raticnanl getsl verschilleny twee neven
klagsen ontstean uit elkasr door cen trensletie. P brengt ecn zekere

D declruimte K voort (1€ m<n), BEvensls in 5. veor § in R kunnen we
hier vuor(F in Rm eéen begis vinden, besteande uit m vo ctaran v1,.,.,vm

In B‘m ll{,gen geen rndere punten vean £ dan zulke, die tot Q behoren,
Stel eens p€P , pER, p¢ A . Dan is de 1ste codrdinnnt ven p irre-
tionmal. Tevens behorecn rlle veclvouden lp tot R €N ook de verzome-
lingen lp+}g » 2llen uit puntcen van ﬁ bastﬁande. Is mt K het pasrellelo~-
toop, opgesprnnen door VyreeasVps den ligt ven elk ven de cneindig vels
verschillende verzemelingen lp-x-j@ een punt in R; meer don meoetcn de
punten van P een verdichtingepunt hibben, in strijd mct de eigenschep-
pen van het ruo..tbr{f) .

De punten ven P dic tot R, behoren vormen dus }%. Met de methode
van 5. kunnen we nu VaresesVy ennvullen met Vied 0V tot esn basis
ven R . De 1sie cebrdinnten ven Vingq?es+2Vy 2ijn beslist iiretionanl.

' Z21j s een rechte cvenwijdig nsn de X =28, Die rechte snijdt elke
(half-open) kubus uit de verzomeling & +W velgens cen half-open lijn-
gtuk ter lengte 1. Omdnt elk punt veon s tot precies ¢én kubus behcort,
is er cen klesse von kubussen, die door s gesneden worden, volgens ean
elkenr aansluitende lijnstukken te lengte 1; voor twie kubussen p+W,
g+¥W uit die klasse verschillen de 1ste cobrdinaten ve. p en g een geheel,
dus een rationasl getsl, Is dus éf,een nevenklasse van (s enff) +W de vers
zemeling kubussen p+¥ met pé& ﬂ,, den wordt s door de verzemeling . +W
3f hclemarl 3¥f in 't geheel niet overdekt. Onderwsrpcn we nu de verze-
melingen (f,f +W, onafhankelijk wan elkaer, aasn translaties van X.‘*I‘i(}htillg
dan vlijft voor elke rechte evenwijdig ean de X, =28, en dus voor de ge-
hele ruimte Rn, de enkelvoudige overdekking door de verzrmeling ven al-

le kubussen gehandheefd,
We passen het meatste toe op de volgende verandering: vervanging
van (Pdocr het ruoeterﬁ y Opgebouwd op n vectmren VgreessVis

* 1,”.,vt, waarbij de 1e codrdinest van vi retioneal is, terwijl

v"_' en vy alleen in de 1ste codrdin~~t verschillen, en wcl in absclute
i
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waarde minder dan een nader te bepelen bedrag £‘i1. (i=m+1,...50).
Beschouw de vectoren p=1,¥v1+...+1nvn uitdQ , Wearven alle codrdinaten
" in absolute waarde hoogstens gelijk san 2 zijn. Leten N en v} positieve
getallen zijn, zcdsat voor dic vectoren ili}( N ig en d¢ec lengte van de
vectoren p-e; groter dan Y| (i=1,¢..,0). Bij bovengecnoemde verandering
kiezer. we nu € ="1/N, Tian gelden de voorwearden ven stelling I ook
voor het rooster'f#, dat geen eenheidsvector bevat en werrvamn alle pun-
ten een rationale 4ste cobrdinaat bezitten.

Op de ehdere coOrdinaten passen we zonoedig e:nzelfde procédé toe.
Zo komen we op een rationaal reoster, waarvoor I niet geldt.
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